
 

 

具有迁移和脉冲接种的传染病模型的研究 

 

 

摘要 

 

将考虑疫苗接种作为一恒定参常组数和一种脉冲接种因素，建立了两个斑

块之间存在迁移关系的SIS模型。通过求解无病平衡时刻周期末的接种人数，使

用Matlab软件绘图，当两地迁移率均取作常数时，求得无病周期解。接着探究

了无病周期解在一个正周期内满足稳定性的条件，给出了两地无病周期解同时

稳定的条件，从而在其他参数确定时得出最小接种正周期的最大值与迁移系数

之间的关系不等式。 
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引言 

 

随着新冠疫情的影响在全世界范围内不断扩大，研究构建传染病数学模型

产生了极大的时效性和社会价值，2019 年末，湖北省武汉市发生不明肺炎病

例，这种被称为 COVID－19的新型肺炎病毒在全国各个省份接连出现。建立合

适的数学扩散模型，可以用来估计疫情状况并预测其发展趋势，对在防疫关键

时期合理分配和高效使用医疗资源有着重要作用。由于传统的模型过于简单机

械，它们只从传染病病理的角度，把人群划分为易感者、恢复者、患者却未考

虑预防措施，尤其是目前针对新冠病毒的疫苗已经产出。本文对传统模型进行

修正，构建出两个具有人口流动且具备脉冲式接种的的“双城SIVS”。简单地

将考虑疫苗接种作为一恒定参常数，不同于传统模型的连续人群到人群之间的

变化构造，我们经过研究，发现周期地接种策略往往优于连续的策略，不止于

优化的数学效果，这一点同时也考虑了实际情况。在固定时间隔点上，作用于

易感者Susceptible,使其部分转化为接种者Vaccinated且两个地区的同种群体

相互迁移。我们很容易求解无病平衡时刻周期末的接种人数
1( )V nT ，

2( )V nT ，

给定部分参数，使用Matlab软件绘图，当两地迁移率均取作 1 2,k k 且求得 

* * * *

1 1 1 2 2 2 1 2( , , , , , ), ( , , , , , )V V k k T V V k k T     = =
 

作为无病周期解，其中 , ,   分别表示接种率，自然死亡率，接种免疫丧失系

数。接着探究无病周期解在一个正周期内满足稳定性的条件，给出了两地无病

周期解同时稳定的所需满足的条件，从而在其他参数确定时得出最小接种正周

期的最大值 maxT 与迁移系数
1 2,k k 之间的关系不等式。 

 

 

 

 

 



 

 

 一、 主要研究问题 

 

 

这里我们先对一些关键名词进行解释：S指Susceptible，代表易感人

群，I指Infected，代表确诊人群，R指Recovered，代表自然免疫者，V指

Vaccines，代表被接种人群。现在我们先考虑在一个斑块上的SIR模型： 

易感者的变化由感染、出生和死亡三个因素控制，在这里我们不考虑垂直

传染，即出生来源于任何一类人群，都会被当作无免疫能力的易感人群。确诊

人群的移出由自然恢复和死亡两个因素控制，增添由感染控制。免疫人群的增

添由自然恢复控制，移出由死亡控制。 

                  

我们可以发现，确诊病患转移到免疫者的过程可以用一个连续的过程方程

来进行描述。现在我们将其变化为一个脉冲的形式： 

                    

现在我们用被接种人群V来代替R，以便于更具体的人群归类与模型说明。V的产

生来源从I的自然恢复变更为由S的接种产生。这里我们考虑两个因素，即疫苗

的失效率与免疫获得后的失效率。疫苗失效代表S接种后并未能成功地加入V类



 

 

人群，即依旧会被感染，是疫苗本身的特性，不随时间分布。免疫失效率代表

随时间变化，一些V类人群的免疫能力会逐渐丧失，随时间分布地在一个最小接

种正周期内连续移入S类人群： 

 

最后，我们考虑斑块间的迁移效应。设两个斑块P与P'均适合上述的系统Ã，考

虑地区间适用于全体人群的两地区的迁移率k1与k2，我们获得了一个全局的结

构： 

 

这里我们要说明的是，多斑块间的迁移可以类似地用一个系数矩阵去描述，在

此处我们要研究迁移率对无病平衡解产生的影响，因此只考虑两个斑块间的关

系，对这一角度加以说明。 

对于传染病的防控，我们往往在意通过构建人体免疫与控制人员两种方式

进行抑制疾病的感染与传播。而对这两点与到达全局无病间定量关系的研究就

显得极为重要。通过研究我们发现，考虑到达无病平衡点的时间与产生的经济

负担，以最小正周期T进行脉冲接种要优于连续接种方案，这一更优的证明过程

此处不予赘述。现在我们对模型进行一定的简化，着重考虑这两个因素，以脉

冲接种作为免疫生成策略，制作一个两斑块间的SIVS脉冲接种结构。 



 

 

二、 方程构造与方程图解 

我们记 , , , , ,i ik c    为感染率、迁移率、疫苗失效率、免疫失效率，出生率

和死亡率（假设相等），自然恢复率总人口数为 1S I V N+ + = = 。 

在上一部分的建模思路与上述符号基础之上，我们构建起两地的 SIVS模型： 

  

我们对于上述方程进行数值求解，并对求解情况利用 matlab 绘制图像，使用两

组不同的参数，分别形成无病周期解和地方病周期解的效果图 
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下面是我们绘制的方程求解图： 
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三、 对无病周期解的研究与相关系数不等式的确定 

 
接下来我们研究无病周期解的存在性和稳定性。为了求解，只需令方程

1 20, 0I I= = ， 
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可知当
0 ( 1)t nT t n T=   + ，方程是存在解析解

1 2( ), ( )V t V t 的，周期解存在性显然。 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

n , ,..., ;

, ,...,

( ) [ , ,..., ],n

n

n

tt t

n

v v v

t e v e v e v t
 

  

 = −   +

引理1 如果矩阵A具有 个线性无关的特征向量 

它们相应的特征值为 （不必互不相同），则有矩阵  
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求得基解矩阵为： 
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故当 0 ( 1)t nT t n T=   + 时 
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终末时刻(n+1)T我们有： 
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设 为非空的完备度量空间。设 为 上的一个压缩映射，也就是说，

存在一个非负的实数 ，使得对于所有 内的 和 ，都

引

有

则映射 在 内有且只有

理

一个不动点

动

，即

理2（ 不 点定 ）

 

 

显然 (( 1) ) 1n T − +  ，故我们得出当 n →时， 
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* *

1 1( ,0, )S V 和 * *

2 2( ,0, )S V 得求，此后，任何周期内都以这两者为初值进行变化，令

* *

1 1 2 2( ) , ( )V nT V V nT V= = 带入(7),求得无病周期解 1 2( ), ( )V t V t 的解析表达式求得，

1 1 2 2( ) 1 ( ), ( ) 1 ( )S t V t S t V t= − = − 存在性得以验证。 

 

下面来分析无病周期解的稳定性 

构造 
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带回（1）方程有： 
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观察方程，先考虑如下两项 
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我们考虑使用Lyapunov第二定理解得： 
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其中 1 1 1 2 2 2(1 (1 ) ) ( ), (1 (1 ) ) ( )a V k c b V k c     = − − − + + = − − − + +  

 

根据Sylvester准则矩阵P正定则稳定这等价于 
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考察上述二次曲线为0的情况，考虑三阶不变量
3I 和二阶不变量

2I  
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二阶不变量 2 2

2 1 2 0I  = −  ，三阶不变量
3 0I  ，说明（16）满足双曲线的性

质，考察轨线可以找出满足（15）成立，即模型稳定性条件的图解范围。在代

数层面上，将 1 2,V V 代入，可以得到T 与迁移系数
1 2,k k 之间的关系不等式，从而确

定防疫的接种策略与地区间人口交流的管控策略。这里加大接种的周期，其余

参数模仿上文，发现形成了地方病:  

             
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

四、 结果分析 
 

 

将满足无病周期解初值条件(10)代入稳定性控制约束(15)与(18)，我们可以

得到全局的基本再生数 R 归一化后满足的不等式条件，这里利用 Lyapunov 第二

方法可以直接求得全局基本再生数而无需先分别计算斑块的基本再生数。根据这

一不等式，策略可以基于最大接种周期 T 与迁移率 k 满足的关系进行确定。同

时，我们给出了这一稳定性约束的可行域范围以及约束曲线的类型，对于已经确

定的参数可以给出更容易的估计方法，亦可利用相关软件生成或绘制 f(V(k, T))

的图直接寻找一组满足稳定条件的点(k, T)。 
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